ce la ocurrencia del evénté B v P{B/A) es la pro-
babilidad de B una vez ocufrido el evento A. Si no
ocurre lo anterior los eventos son dependientes.
SEGUNDA PARTE.
En la primera parte se menciond que si los eventos
A y B son independientes, la probabilidad compuesta
de A y B es el producto de sus probabilidades indi-
viduales.
Ahcora =i los eventos A y'B son dependientes, la
prcbabilidad compuesta de A v B ya no serd igual al
producto de sus probabilidades particulares. Por es-—
te hecho, ninguna de las f&rmulas anteriores se sa-
tisfacen puesto que aqui la ocurrencia de un evenhtc
afecta la probabilidad de la ocurrencia del otro.
Como REGLA GENERAL Dc MULTTIPLICACION se dice que la
probabllldad compuesta de dos eventos dependientes
es igual a la probabilidad de un evento multiplica-
do por la probabilidad condicional del otro, esto
es

P(A N B) = P(A)P(B/A)

P(A N B) = P(B)P(A/B)

Por medio de estas formulas se pueden determinar las
anteriores que se obtuvieron para eventos indepen -
dientes, es decir; si A y B son independientes se
tiene P(B/A) = P(B) y P(A/B) = P(A) v las formu-
las pasan a ser las que se describieron en la pri-

mera parte.



Por otro lado, podemos determinar la probabilidaa
condicional de B dado que A se ha presentado, sblo
basta despeijar de la primera férmula P(B/A), esto

es
P(A N B)

P(B/A) = 5Th

Similarmente, la probabilidad condicional de A dado

que B se ha presentado es

piasm) = EELE

TEOREMA DE BAYES.

El teorema de Bayes es una férmula para determinar
probabilidades condicicnales.

El tecorema se aplica a eventos diferentes donde al
menés uno de ellos se sabe que ha ocurrido.
Primero escribiremos el Teorema de Bayes para tres
eventos diferentes e inmediatamente la fdrmula ge-
neral.

Sean B1B;B3; tres eventos diferentes de los que al
menos uno de ellos se sabe que ha ocurrido. Supbn-
gase que con cualquiera de éstos puede presentarse
otro evento A que se sabe también que ha ocurrido.
- S8i todas las probabilidades P(B,),P(B;),P(B3) vy
P(A/B;) ,P(A/B2),P(A/B3) son conocidas se tiene que

P(B;)P(A/B,)

P(B1/R) = 5TEYE(R/B1) 7P (5,) P (&/B, ) FE (B1P (B/53)
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Resultados similares se pueden obtener para P(B,/A) »

y P(Bs/A).
Ia férmula general es

P(Bi N Aa) P(B.)P(&/B.)
P(B,/A) = = = =5
= P(A) -
Z P(B.)P(A/B.)
j=1 2 o]
g L

Si un evento puede ocurrir en mids de una forma, en-
tonces la probabilidad de que suceda en una forma
particular serd iqual a la razbn de la probabilidad
de que se presente la forma respecto a la probabili-
dad de que ocurra.

El Teorema de Bayes es mejor comprendido a través
de los ejemplos.‘

EJEMPIOS.

Sea el experimento de lanzar una moneda y sean
los eventos

A : "Sol en el quinto lanzamiento"

B : "Sol en el sexto lanzamiento"

éCull es la probabilidad de que se tenga sol
en el quinto y sexto lanzamiento?
DEMOSTRACTON. :

Puesto qﬁe A y B son eventos independientes

P(A N B) = P(A)P(B) = -2‘ ‘2“ = T

Juan llega tarde a su casa para cenar el 25%

de las veces. la cena se retrasa el 10% de las
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veces. Si los dos eventos no estén relacionados. -
¢Qué probabilidad hay de que ambos ocurran?
DEMOSTRACTON.

P(ambos se retrasen) = P(Juan se retrase)P(La cena

se retrase) _
(0.25) (0.10) = 0.025 = 2.5%

[3] Sea el experimento de lanzar un dado y sean los
eventos
A : "El nimero es menor que 5"
B : "El nmero es par" '
C : "El nimmero es impar"
D : "El nimero es par menor que 5"
Determinar '
(i) P(a/B) (ii) P(B/A) (iii) P(D/A)
DEMOSTRACTON.
Podemos escribir los eventos como
s=11,2.8.4,5 6}
K==l,2, 345
B = {2,4,6}
o ll3, 50
D = {2,4}
Determinemos la probabilidad de cada evento.
P (A) 4 2 3 1 3 1

gl avBl) Tg = 34 Elllings 5

G b=

2
P(D) i

Notar que
AnB=1{1,2,3,4} n {2,4,6} = {2,4} =D



consecuentemente

p(AnB)-—.%:%
1
(i) P(A/B)=P—%’—];)—B—’=%=§-=66.6%
_ T
1 _
(i1) p(B/A):%Z‘_):%:%:%:so%
3
1

[4] En un cajén hay tres bolas blancas y dos bolas
negras. Sean los eventos
A : "La primera bola extraida es negra"
B : "La segunda bola extraida es negra"
en extracciones sin remplazamiento. ¢Cuil es
la probabilidad de que ambas bolas extraidas
sean negras?.

DEMOSTRACTION.
P(a) = 2 a2 Probabilidad de que la pri-
a5
; mera bola extraida sea negra
Rl 14 gy
e Probabilidad de que la se

gunda bola extraida sea ne-
gra, dado que la primera ex-
traccién fue de bola negra.




La probabilidad de que ambas bolas extraidas

sean negras es

P& OB —*PRIBEMA) == o= 2= =

[5] Un& bolsa contienea}O:yransistores, 3 de los
cuales estdn defectuosos. Se extraen 2 transis-
tores al azar. ‘

(a) Hallar la probabilidad del evento tal que
ninguno de los 2 transistores esté defectuo-
so.

(b) Se extraen 3 transistores sin reemplazo.
¢Encontrar la probabilidad del evento tal
que los tres transistores no estén defectuo-
sos?

(c) Hallar la probabilidad del evento tal que
los dos primeros transistores extraidos no
estén defectuosos y el tercero si lo esté.

DEMOSTRACION.

(a) Extraccicnes sin reemplazo.
E : "Los dos transistores son no defectuosos"
A : "El primer transistor elegidc no estid de -
fectuoso" :

B : "El segundo transistor elegido no estd de-

fectuoso"
5 x i HHED o B
P(E) = P(ANB) = P(RIPB/A) = {5 5 = 55 = -46
= 46.9%
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Extracciones con reemplazo .

1

P(E) = P(A nB) = P(A)P(B/A) = 515 = Tog = .49
= 49 %
(b) P(E) =PANBNC) =PRAPB/A)P(C/A N B)

[6]

It

Sea el experimento de lanzar dos dados y sean

los eventos
/i
B

e

"El primer dado es un 5"
"El total es 7"
"El total es 10"

Demostrar que
(a) P(B/A) = P(B) (b) P(C/R) # P(C)

(¢} P(A/B) = P(A)
DEMOSTRACION.

Si cbservamos el espacic muestral que determi-

namos en la pagina 73, se tieneque los eventos

A, B y C equivalen a

A
B
c

I

{(51) (52053 £54) ,(B5),(56)
{(61),(52),(43),(34),(25),(16) }
{(64), (55), (46) }



{c)
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en consecuencia

Por lo tanto  , gy = p(a)

Anc= {(55.1

1

BAAC S36 6 L

P(C/A) B B T
6

Por lo tanto
P(C/A) # P(C)

Por lo tanto
P(a/B) = P(R)

Teorema de Bayes.

Para determinar si una persona tiene hepatitis
se le hace un examen de sangre de cierto tipo.
La aceptacidn de este procedimiento se basa en
lo siguiente: entre personas con hepatitis, el

80% de los examenes de sangre descubren la en-



~ fermedad; pero el 20 % fallan al hacerlo. En-
tre personas sin hepatitis, el 5% diagnosti-
can erradamente como casos de hepatitis y el
95% de los examenes dan el diagndstico correc-
to. Tomemos. una persona cualquiera de un nme-
roso grupo de los cuales un 1% tiene hepati-
tis y que en un examen de sangre muestra que
esa persona tiene hepatitis. ¢Cudl es la.prOF
babilidad de que realmente tenga la enferme-
dad?

DEMOSTRACION
'80% EH V
1z )
H
20% ENH
95% ENH vV
NH
99 %
5% ' EH

H - UNA PERSONA TIENE HEPATITIS.
NH — UNA PERSCNA NO TIENE HEPATITIS.
EH - EXAMEN DE HEPATITIS
EH v - EXAMEN DE HEPATITIS CORRECTO(NO FALLA)

L P (H) P (EH/H) EEeh
PH/EH) = STaYD (Er/H) 70 (N0 D (BN
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[8]
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. (0.01) (0.8)
(0.01) (0.8)+(0.99) (0.05)

= 0,139

Teorama de Bayes.

Tres maquinas en una fabrica de vidrio, produ-
cen piezas de adorno. La miquina A produce el
1% de piezas defectuosas, la mdquina B produ-
ce el 2% de piezas defectuosas y la miquina C
el 5% de piezas defectuosas.

Cada miquina produce la tercera parte de la
produccién total. Un especialista examina una
pieza y determina si es defectucsa. ¢Cudl es

la probabilidad de que dicha pieza halla salido

de la maquina A?

DEMOSTRACTON.
Al o B
P(a) Gl 3 P(B) =g P(C) =g
PO % —0.0 = o
: 00
4 - s
P(D/B) = 2% .= 0.02 = %=
P (D/C) Hgl e Eaise
A U4 = Tnm
3 P (A) P (D/A)

P(B/D) = 5TAYE(D/A) B (B)B (0/B) TP (OIP /) ~



Ll 1 :
‘ 3 100 el BOh e
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I

0.125 = 12.5%

[9] Teorema de Bayes.
En cierta escuela superior, 25% de los alumnos
y 10% de las alumnas son estudiantes de medi-
cina. Ias mujeres constituyen el 60% de los
horbres. Si se selecciona al azar un estudiante
y resulta ser de medicina, determinar la proba-
bilidad de que el estudiante sea una alumna.

DEMOSTRACTON.
25% SEM
40 %
H
75% NEM
10% SEM
M
60% 90% NEM

SEM - SI ESTUDIAN MEDICINA.
NEM - NO ESTUDIAN MEDICINA

Resolveremos este problema por 2 métodos.



Meeorie & P(E N SEM) _ .06

o s
P(M/SEM) = —5iemn e
Método II Teorema de Bayes.
g .
: P (M) P (SEM/M) 4
PM/SEM) = Srriy (SEM/) 35 (0) B (SE/E)
7 (.60) (.10) Te
S e LA )s, i

[10] Teorema de Bayes.

 Supongasé que al salir de su hogar, tama una
de las tres bolsas que estin sobre la mesa y
se dirige a su trabajo. Por la prisa que lle-
va se le ocurre pensar que pudo haber tomado
una bolsa equivocada. Ia bolsa A contenia su
desayuno: dos tortas de jamdn. La bolsa B con-
tenia el desayuno de su hijoé una torta de Ja=
mén y una de queso y la bolsa C contenia la
basura. ¢Cudl es la probabilidad de que haya

tomado 1la bolsa correcta?.

DEMOSTRACION.

p@) =~ _P@) =% PE) ==
3 3 3

BiEAy, S 10Be 1 .a0

P(D/B) = 50 % = 0.50

P(D/C) = 0% =0.00

P (desayuno correcto/torta de jamon) =



P(torta de jambn de la bolsa correcta)
P(todas las formas de cbtener una torta

de jamdn)

& P(A)P(D/A) e
P(A/D) = P(A)P(D/Aj-}-P{B)P(D/B)-i—P(C)P{'D,@ &

1
§-(l.00)

1 i oL . 1 =
§-(1.QO) o 3'(6’50} + j-(0.00¥

e

VARIABLES ALEATORIAS-FUNCIONES DE DISTRIBUCION

VARIABLE ALEATORIA.

Sea un experimento aleatorio v S el espacio muestral

asociado con el experimento. Una funcibn X gue asig-

na a cada uno de los elementos del espacio muestral,

un nGmerc real X(s), se le conoce como VARTABLE ALEA-
TORIA.

Recordemos que un espaéio muestral es el conjunto de

todos los resultados posibles de un experimento alea-
torio determinado. . '

En los eonceptos que ahora estamos tratando se emplea
el concepto de funcidn, por ello es importante recor—

dar la definicifn.

 DEFINICION. Sean A y B dos conjuntos.

Si a cada elemento del conjunto A (Domi-




nio de la funcién) le asociamos un y s61o
un elemento del cohjuntoB (Contradéminio
de la funcién) se dice que existe una fun-
cién definida de A en B.
Consecuentément'e una variable aleatoria es una fun—
cién cuyo dominio es el éspacio muestral de un expe-
rimento aleatorio. Consideremos el siguiente ejemplo.
Se lanza ummneda en tres ocasiones y se Observa
la cantidad de &guilas que aparecen.
DEMOSTRACION. '
El espac':io muestral es
S = {Sss,SsA,SAS,ASS,SAA,ASA,AAS,ARA}
X[sssl=x,=20

X[ ssa,sas,aSS ] X2 =1

1l

X [sAA,ASA,ABS] =X =2
X [ABA] = X, = 3
= 1,00

Entonces para precisaﬁ, decimos que si los valores
que toma una variable X estén relacionados a los
eventos aleatorios elementales en el espacio mues -
tral S de un experimento dado, la variable X se le
conocerd como VARTABLE ALEATORIA.

Volviendo al concepto de funcidn, si x; es un ele-
mento del conjunto A (Dominio) y a éste le corres-
ponde un y sdlo un elemento del conjunto B(Contra-

dominio) digamos y;, esto se conoce en el Cilculo
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- i
como : "La imagen de x; es y;" y asi para cada ele-

mento, El conjunto de todas las imagenes recibe el
nombre de Rango de la Funcidn. Utilizamos esto para
explicar el pcerogué del concepto siguiente.

El espacio Rx es el conjunto de todos los valores po-
asibles de 1la variable aleatoria X, es decir, su Ran-
go. Para el ejemplo anterior, el rango es el conjun-
to {0,1,2,3}. Debe cobservarse que R, esti contenido
en los reales.

Bl rango de una variable aleatoria se le considera

también como. un espacio muestral.

FUNCION DE PROBABILIDAD.

Es aguella cuvo dominio es el rango de la variable
aleatoria, © bien, la funcifn de probabilidad es una
funcitn definida en el rango de la variable aleato-
ria. Se representa por f£(x) donde x indica los valo-
res que toma la variable aleatoria.

Si consideramos el ejemplo anterior, se tendrd que

la funcidn de probabilidad estar& definida como.

X [88s] =0 . —- £(0) = 5
X [SSA] =x[5aS] = X [ASS] = 1 — £(1) = 3
x [SsA] =x[asa] = X [a8S] = 2 — £(2) = 3
¥ fama] = 3 , e

_ Observar que el rango de estd funcidn siempre seré

el intervalo cerrado [0,1] es decir R. € [ B0
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Esto debe ser asf, debido a que la probabilidad de
cualquier evento se representa mediante un valor
que puede variar de 0 a 1.00. En otras palabras, la
probabilidad de un evento se puede considerar una
funcibn porqué a cada valor distinto posible de una
variabie aleatoria X, que en verdad es un evento le
corresponde un nimero real y s6lo uno entre 0 y 1
incluidos y que se llama su probabilidad.

Para una mayor comprensién observemos la siguiente
figura del ejemplo que hemos venido desarrollando.

X £

85 | —— | X(898)=0 | — | £(0)= =
SSA -—- | X(ssn)=1
SAS -——- | X(8AS)=1 | ——— | f£(1)= %
ASS -——— | X(ass)=1 :
SAA ——— | X(SAR)=2
AsA. | ——— [ xGEm=2 | - | £(2)- %
AAS ———- | X(aAS)=2
AAA —Eee b XIS e E G %

R.ER Re € 10,1]

FUNCION DE DISTRIBUCION DE PROBABILIDADES.

Finalmente, se tiene que una funcidn de distribucidn
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de probabilidades, es una funcién definida en-el ran-
go de la funcidn de probabilidad. Esti funcién de
distribucitn de probabilidades también se le conoce
como funcidn de probabilidad acumulada. Esta se re=
presenta por F(x), donde x indica los valores que
toma la variable aleatoria.

En notacifn matemitica formal se tiene

FUNCION VARTABLE AILEATORIA Koot RX
FUNCTON DE PROBABILIDAD £ RX o, L]
o bien B EHoihey

FUNCION DE DISTRIBUCICN DE PROBABILIDADES

[0,1]

En la primera parte de este libro, se analizd que una

distribucién de frecuencias ccnsiste en asignar a ca-

da marca de clase su correspondiente frecuencia. Aho—

ra sucede algo similar, esto es, una distribucidén de
probabilidad consiste en asignar a cada valor de una
_variable aleatoria su correspondiente probabilidad.
AdemAs una distribucién de probabilidad se puede co-
.nocer mediante sus medidas de tendencia central y sus
medidas de dispersién, de las cuales nos interesan la
media aritmética (en probabilidad llamada Esperanza

Matemdtica o Valor esperado) y la Variancia.

Una variable aleatoria es discreta .si los valores

i
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que toma se pueden contar, es decir, proyiene de un

espacio muestral numerable finito o infinito.

Una definicitn mds formal es
DEFINICION. Sea X una variable aleatoria. Si el niG-

mero de valores posibles de X (es decir,
su rango) es finito o infinito numerable
se dice que X es una VARTABLE ALEATORIA
DISCRETA. Esto es, se pueden anotar los
valores posibles de X camo S
¥ la lista de ellos dependerd del total

de valores.

Tomando en consideraci6n lo que hemos descrito en

" parrafos anteriores se tiene la siguiente
DEFINICION. Sea X una variable aleatoria discreta.

(1)

(ii)

Por consiguiente el rango de X consta

a lo mds, de un nimero de valores.

e e Xp .. infinito mumerable. A

cada resultado posible X, asociamos un
nfmero f(x;) = P(X = x;) conocido como
la probabilidad de x;.

‘Los nlimeros f(x];_) = 1,2,... deben

satisfacer las siguientes condiciones

f(ki) =0 | para toda i
B
Ef(xi) =1

i=1

La funcidn f definida de estd forma .como hemos visto

se le conoce como funcién de probabilidad de la va-
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riable aleatoria X. La distribucidn de probabilidad

de X serd la coleccién de pares [xi,f(xiﬂ conid=l1,2;.

VALOR ESPERADO O ESPERANZA MATEMATICA.

Si una variable-aleatoria X asume los valores X;,X;, .

..;X, con las probabilidades correspondientes f£(x;),
f(x2)yse.., £(x ) entonces el VALOR ESPERADO de X(es-
peranza matemdtica de X) represehtada por E(X), o bien

por [, se define como

E(X) =1 =

‘M

_fif(xi) = x1E(x1) Fxof (Ke)Fo ==+ xnf(xn)

2E
Esto es, el valor esperado de la variable aleatoria
discreta X es igual a la suma de los productos de
todos los valores posibles de X multiplicados por

sus respectivas probabilidades. Es igual a la media

de la poblacién de X o sea {.
PROPIEDADES. Sean a,b y c constantes. Se tiene que

Elc) = ¢

E(cX) = cE(X)

E(atbX) = a + bE(X)

Si X >Y entonces E(X) > E(Y)
L RE s —E O ED

E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y)

Ia media de la suma de dos o mas variables aleato-
rids es igual a la suma de las medias de dichas va-

riables.




VARIANCIA DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA. -

Sea X una variable aleatoria. Definimos la varian—

cia de X, representada por V(X) o bien, 62 como
ViR = 0f = 5[50 - B(0)]?

Recordemos de la primera parte de este libro, que
la raiz cuadrada positiva de V(X) se conoce como la
desviacibn estandar de X. la representaremos por o.
Para determinar con mayor facilidad la variancia es
mejor emplear el siguiente resultado que se deduce

de la f6rmula anterior

V(R =0% = B(X%) - [E@]?
o W n
V(X)) =02 =3 x5 flxi) ~[ = x Fix,)]?
i=1 i=1
o bien
n
V(X) =0% =3 (x; - u)%£(x;)
=1
/PROPIEDADES.
(1) Si ¢ es una constante V(X+c) = V(X)
(33 Ia variancia de la suma de dos o mis varia-

bles aleatorias, es la suma de las variancias

de dichas variables

VX +Y) =V(X) + V(X

Una variable aleatoria se considera continua si pue-

de tomar cualcuier valor dentro de un determinado in-



