tervalo. Entonces se puede decir que una variable
aleatoria continua proviene de un espacio muestral
infinito no numerable.
Cuando la variable aleatoria es continua, las férmu-
las que analizamos en variables aleatorias discretas
sufren modificaciones, la mds importante es la susti-
tuci6n de las sumatorias por integrales; sin embargo,
en los modelos tefricos usuales para distribuciones
de probabilidad de variable aleatoria que se verdn
en el siguiente capitulo, se acudira al uso de ta-
blas que evitan cdlculos matemiticos complejos.
Una definicién mis formal de variable aleatoria con-
tinua es
DEFINICION. Se dice que X es una VARIABLE ALEATORIA
CONTINUA si existe una funcién £ llama-
da funcidn de probabilidad (esti funcién
también recibe el nombre de funcién de
densidad de probabilidad), que satisface
las siguientes condiciones

(i)  £(x) >0 (iii) Pla < x < b)=[f(x)dx

25
@iy o abla)ehe =1
a

Consideramos que X es una variable aleatoria cuyo
conjunto imagen es un conjunto continuo de niimeros
tales como un intervalo cerrado P(a <X <Dh).
DEFINICION. Sea X una variable aleatoria continua con
funcién de probabilidad £. E1 VALOR ESPE-



RADO de X se define como

b
EX =p = [axfxdx

a

PROPIEDADES.

(a)

(b)

(c)

SHESNY c en donde ¢ es una constante entonces
E(X)

DEMOSTRACION.

Il

C

il
0

P
E(X) = [ cf(x)dx = ¢f £(x)dx = c(1)
i a

E(cX) = cE(X)
DEMOSTRACION.

: b b
E(cX) = [exf(x)dx = cfxf(x)dx = cE(X)
a } a

Sean X y Y dos variables aleatorias cualquiera.
Entonces :

E{(X + Y) = E(X) + E(Y)
Esto se puede generalizar para mds de dos.varia-
bles. 5

la variancia para variables aleatorias continuas

viene dada por

o) b
iy =t =l i) de = L foxf )ded
a a

o bien

b
VX —0f = G- ) *E()dx



La raiz cuadrada positiva de V(X) nos dard el valor
de la desviacifn esténdar de X.
Las propiedades que una variable aleatoria discreta
satisfacen, también son validas para una variable
aleatoris continua, es decir, la variancia de la su-
ma de dos o mas variables aleatorias es la suma de
las variancias de dichas variables V(X+Y) + V(X)+V(Y)
y si c es una constante V(X+c) = V(X). Ademis otra
propiedad que es védlida para ambos casos es que si
C es una constante se tiene que V(cX) = c*V(X).
[1] Consideremos el experimento de lanzar una mone-
da. Determinar S, X, £, F.
DEMOSTRACION.

s =1a,s}
Mela) =0 =g

x5

1=x

Por Gltimo determinamos f y F

X =, 0 il
1

o
e st

iy
B! o
Notar que
i) = TEG) = £6) = 5

xi<X1




Il

1
Bloh 0 £ t 5

Xigxz

flx)+E(x,) =

N =

£
=

Io anterior se deberd considerar en cada uno de los

siguientes ejemplos.

[21
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Sea el experimento de observar en un hospital
el sexo del primer recién nacido en un dia de-
terminado. Hallar S, X, f, F.

DEMOSTRACION.
S= {MH}
% =R, ={0,1}

Ahora cbtenemos f y F.

X =x. 0 e
i

f(xi) 1972 1/2

F(xi) 1/2 2/2

Sea el experimento de lanzar un dado. Hallar
S, X, B
DEMOSTRACION.

s- (0 HOE

{1,2,3,4,5,6}

X

Ahora obtenemos f y F.
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Sea el experimento de lanzar dos dados y ob-

servar la suma de puntos que aparecen en las

dos caras superiores. Hallar S, X, f, F.

DEMOSTRACTON.

El espacio muestral S lo tenemos en la pigi -

na 73.

X =1{23,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Obtenemos f yv F

% -
2 :
% sS1
3 :
"j'é‘ S1
4 si
36
é% si
6 si
36

Esto es

Il

2,12

3,11

4,10

SR,

6,8
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Consideremos el nacimiento de un pequefo en
donde los resultados nino o nina son igualmen-—
te posibles vy los nacimientos son independien-—
tes. Hallar S, X, f, F. De la variable alea-
toria "nfimero de nihos que nacen en tres par-— -
tos normales"
DEMOSTRACTION.

{MMM, MMH , MHM, HMM, MHH , HMH , HEM, HEH }
f0.1:2,3)

Ahora obtenemos f y F

Sea F(x) la funcidtn de distribucidn de una va-

riable aleatoria continua:definida de la si-

guiente forma 0 si gm0
: B :
F(x) = 5y Si (ecise = Iy
80 si X > 27



[7]

Determinar la funcitn de probabilidad f£(x).
DEMOSTRACTION.

e

dx
0 Siteacr=
d >od 3% : '
ﬁF(x) = > Sebe e Ll e o U
80 si ¥ 2T
si x<0

=4 —  si 0 <x <21

si X a2

Tomemos dos pelotas al azar de una urna gque
contiene cinco pelotas numeradas 1,1,2,2,3.
Sea X que representa la suma, Y el mayor de

los dos ntmeros sacados. Hallar la distribu—

cién.F, el pmmedlo K, la variancia 0% y la

desv1ac16n estandar o de

(a) X

(b)Y :

ol
DEMOSTRACION

A 11,0,2,2.3)

El espacio muestral correspondiente es
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S = { (111) r (1,2) r (112) 7 (211) ’ (211) 1-(2;2)”1
(2,3),(3,2),(3,1),(1,3) } -

Se tiene que X : (a,b) —— atb
X(1,1) = 41 = 2
X(1,2) =1+2 = 3
X(1,2) =142 =3
%(2,1) =241 = 3
X(2,1) =2+1 =3

- X(2,2) =242 = 4
X(2,3) =243 =5
X(3,2) = 3+2 = 5.
X(3,1) = 3+1 = 4 ‘
X(1,3) = 1+3 = 4

Distribucidén (F)

X =x. 2 3 4 >

E(X)=

128

at
f(xi) 110 430 340 2/10

F(Xi) 1/10 . 5/10 -B/10 10/10

El valor esperado o promedioc es

n D
L=y x fx.) = 21)+3(4)+4(3)45(2)

Rl ; 10
Variancia

S
= 2 =3.6

62 =3 xi El) - FEBLe —

- 4(l)+9(4)+ig(3)+25(2) g (3.6)2 —

= il%ﬁ — 12,96 =138 = 12 96 0.84



(b)

Desviaciftin estandar

o =+/0.82 = 0.9

Y : (a,b) ———— MAX (a,b)
¥(1,1) = MAX(1,1) =1
Y(1.2) = MaX(1,2) = 2
¥(1,2) = MAX(1,2) =2
Y(2,1) = MAX(2,1) = 2
Y(2,1) = MAX(2,1) = 2
Y(2,2) = MAX(2,2) = 2
Y(2,3) = MAX(2,3) = 3
¥(3,2) = MAX(3,2) = 3
¥(3,1) = MAX(3,1) = 3
¥(1,3) = MAX(1,3) = 3
Distribucibn (F)

Y = Yi g 2 3

f£ly,) 1/10 5/10 4/10

F(yi) 1710 6/10: 10/10

Valor esperado o promedio.
1(1)+2(5)+3(4) 23

=p=2y.fly) = 10 R e

Variancia

> 1(1)+4(5)+9(4)
10

= 0.41

a

- {2.3)2 =5.7 = 5.29 =
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Desviacifn estandar

0 =+4/0.41 = 0.64

(c) Z=X+Y%

X : (a,b) —— atb Y : (a,b) ——— MAX(a,b)
(X+Y) (1,1) = X(1,1) + ¥(1,1) =2+ 1 =3
(=+Y) (1,2) = X(1,2) + ¥(1,2) =3+ 2=05
(3X4Y) (1,2) = %(1,2) +¥(1,2) =3 +2=5
(xX+Y) (2,1) = X(2,1) +Y¥(2,1) =3 +2=5
(X+Y) (2,1) = X(2,1) + ¥(2,1) =3 +2=5
(X+Y) (2,2) = X(2,2) +Y¥(2,2) =4+2=6
X+ (2,3) = X(2,3) +¥(2,3) =5+ 3=28
(X+Y) (3,2) = X(3,2) + ¥(3,2) =5+ 3 =28
(X+Y) (3,1) = X(3,1) + ¥(3,1) =4+ 3 =7
Y)Y (1,3) = %(1,3) +¥(1,3) =4+ 3 =7
Distribucibén (F)

=iz 3 5 6 7 8

i
£ (Zi) W07 410" 5110 e 2/308 5 2740

F(z) 1/10 5/10 6/10 8/10 10/10

VAIOR ESPERADO O PROMEDIO.
3(1)+5(4)+6 (1) +7(2)+8(2)

E(Z) =pn=2%2 Zif(zi) =

10
£ 99
=35 =59
VARTANCIA
2 - 2(1)425(4)+36 (1) +49(2)+64(2) _ (¢ gy2 _
R 10 o o
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Sy %& -~ 34.81 = 37.1 - 34.81 = 2.3

DESVIACION ESTANDAR.

G = 23 = 1.5

[8] Una miquina impresora se emplea por la mahana
para elaborar cierto libro y por la tarde rea-
liza otro tipoc de trabajo. Representemos por
X/Y el nGmero de ocasiocnes que falla en la ma-
fiana y en la tarde respectivamente. Ia tabla de
la distribucién de probabilidades conjunta de
X/Y es

X/Y 0 1 2 g(y)
0 Gl 02 D20 L 05
1| 0.04|0.08/0.08 | 0.2
2. 9.06 1021290021 “0L3
f(x) 0.2]10.4{0.4

Hallar E(X) y E(Y)

DEMOSTRACION

o0 e D Yol o

f(xi) G2 0di =04 f(yi) B e0R P03

E(X) = 2 x,£(x;) = E(Y) = Dy fly,) =
= 0(0.2)+1(0.4)+2(0.4) = 0(0.5)+1(0.2)+2(0.3)
=0+ 0.4 + 0.8 = =04+ 0.2+ 0.6 =
=1.2 = 0.8



[9] Sea X una variable aleatoria continua con dis-
. tribucién

kx si 0<x<5

£(x) = 0 en cualquier otra parte

() Hallar k
(b) Hallar P(1<X<3) , P(2<X<}4

P(X < 3)
DEMOSTRACION. |
| [E(x)dx = 1
f) e e i sts U 25% 2
{kxdx—k{xdx-—klﬂz—lo—k(-z—‘ 0) =
- Baie 2
—k(-—z—)—l

en consecuencia

2
STy

iz—x si lex<3

(b) £ o) =

0 en cualquier otra parte

x?2 29 Jocs
RS Gt

3



i : . y 2 ¥
2 2 2o ey 2
R = — == e = — — =
[ g5xax =55 [x SR e
n
95
¥ e A R SRl B ig g
f’]- i‘g‘Xd.X —-E'g{Xd}{ _E[T]O 25(5)_5‘5'
[10] Cozﬁ.iderems el experimento de lanzar una mo—
neda. Hallar p y o2 .
DEMOSTRACION .

Consideremos la distribucién de probabilida-
des del ejemplo [ 1] de estd serie de proble-

mas.

b= Ex L) = x40 £ () = 0(3)+1(3) =7

Para determinar 0% podemos emplear una fér-
rmula similar a la que se emplea para varia-
bles aleator-ias continuas. Basta qultar el
simbolo de integracifn '8 cambiar x por X, -

gl » (Xj_ - ) f(xj_) = (%) 2£(x,) +(x-p) £ (x5) =
e e aehesdeat] ol 2 1
mdlsal s il asla s s bge ey
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[21,[3]1,[4]1 v [5]. Las demostraciones se
dejan al lector puesto que no son dificiles

de realizar.

DISTRIBUCIONES ESPECIALES DE PROBABILIDAD PARA UNA
VARIABLE ALEATORIA DISCRETA

BERNOULLL

Paré resolver una gran cantidad de problemas, pueden
utilizarse aigunas distribuciones especiales de la
probabilidad. Las mis importantes son las que des—
cribiremos ahora. :

Ia distribucién de Bernoulli se presenta frecuente-
mente en un niimero considerable de experimentos alea-
torios. A lo largo de este libro de hecho hemos con-
siderado problemas que caen dentro de esta distribu-
cidn.

La distribucidn de Bernoulli es considerada la més
sencilla debido a que presenta Unicamente dos deci-
siones, es decir, un &xito o un fi:acaso. Un pequerio
que esta por nacer puede ser hombre o mujer, si lan-
zamos una moneda al aire puede caer &guila o sol, etc.
Para tratar estos eventos cuantitétivamente, hacemos
corresponder el valor de 1 al éxito y el valer de

0 al fracaso.

Si p es la probabilidad de éxito de una variable
aleatoria X, podemos determinar la probabilidad de
fracdaso, representada por g mediante g = 1-p.
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Podemos ahora escribir un modelo probabilistico de
Bernoulli.
3t f(x)
q=1-p
p

MEDIA, VARIANCIA y DESVIACION ESTANDAR.

g =E®X =2 xif(xi) = 0(1-p)+1(p) = p

.

GRS = x?_f(xi) - [EX)]? =[0%(1-p)*1°p]-p’=

p-p° =pll-p =p

o =B

En palabras : la media de una variable aleatoria d

Bernoulli es igual a la probabilidad de un &xito.
La variancia es igual a la probabilidad de un éxito
multiplicada por la probabilidad de un fracaso.

DISTRIBUCION BINGMIAL

Ia palabra binomial significa que los resultados de

una variable aleatoria se pueden agrupar en dos cla-
ses o categorfas. Las categorias deben ser mutuamen-
te excluyentes de manera que es claro a que clase
pertenece una observacifén en particular y las clases
deben ser exhaustivas por lo que no es posible cbte-
ner otro resultado.

sie




Algunbs ejemplos QUe podriamos clasificar como -bino-
miales son : (a) Respuestas de un examen verdadero-
falso, (b)Productos manufacturados clasificados co-
- mo defectuosos o no defectuosos, etc. Esta distribu-
cibn puede abarcar ejemplos donde intervienen varia-
bles continuas tales como (a) La velocidad de un au-
tomovil dentro del limite correcto de velocidad o
por encima de dicho limite, (b)Si una persona tiene
una estatura mayor de 1.80 o no, etc..

La distribucidn binomial sirve para detérminar 1a
probabilidad de cierto ntmero de resultados satis-
factorios en un nimero dado-de observaciones. Estis
Observaciones se consideran tomando en cuenta el
proceso de Bernoulli. Para utilizar la distribucidn
binomial en una forma mis adecuada podemos conside-
rar que (1) Existen ﬁ observaciones similares

(2) Cada observacién tiene 2 posibles resul-
tados, un¢ al cual le hemos llamado fra-
caso y el otro éxito.

(3) Las probabilidades de éxito p vy de fra-
caso g, se mantienen constantes para to-
das las observaciones. :

(4) Los resultados de las observaciones son
independientes entre si.

Para obtenér las probabilidades de una variable alea-
toria discreta, que estd distribuida binomialmente,
se réquiere el uso de tablas o utilizar la férmula

siguiente
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bl (2) e <. pan—-x
donde

n = nimero de cbservaciones o de ensayos.

x = nlmero de &xitos.

p = probabilidad de &xito en cada observacifn.
g = probabilidad de fracaso en cada observacidn.

I

MEDIA, VARIANCIA y DESVIACION ESTANDAR.

Ia media de una distribucifn binomial es el promedio
o el valor esperado de una variable aleatoria bino-
mial. La desviacién est&ndar de una distribucién bi-
nomial indica el grado en que los valores tenderan a
variar a partir de la media de la distribucifn.

MEDIA p = E(X) = np
VARIANCIA 02 = V(X) = npg
DESVIACION ESTANDAR 0 =+/npg

DISTRIBUCION DE POISSON

Esti distribucién exponencial se utiliza para descri-

bir las probabilidades con respecto a un campo o in-
tervalo continuo de tiempo O espacio. Algunas varia-
bles de este tipo que pueden ser representadas por
una distribucién de Poisson son (a) Los defectos por
cm® (b) Accidentes por dia, (c) Clientes por hora,
(d) Llamadas telefénicas por minuto, etc.

Observar que la unidad de medicién(por ejemplo, tiem-




po, drea, etc) es continua, pero que la variable

aleatoria, el nimero de acontecimientos es discre-

ta. Por otra parte debemos notar que es imposible

contar las fallas o fracasos (a) El nmero de defec-

tos que no ocurrieron no se pueden contar (b) El nii-

mero de‘accidentes que no ocurriercn no se pueden

contar, etc.

Para usar una distribucitn de Poisson debemos consi-

derar lo siguiente

1.- I probabilidad de un acontecimiento u ocurren-
cia es la misma a través de todo el campo de ob-
servacién.

2.~ la probabilidad de mds de un acontecimiento en
cualquier punto finico es aproximadamente cero.

3.- El nfimero de ocurrencias en cualquier intervalo
es independiente del nfmero de acontecimientos
en otros intervalos.

Ia distribucién de Poisson se puede describir total-

mente por medio de un sSlo parémetro, en este caso

la media (La variancia de una distribucién de Poisson

es igual a la media, esto es 0% =pu ).

La distribucidn de Poisson se puede determinar por

medio de tablas o por la siguienté férmula

e tau®

x!

P(X) =

donde

X = nmero de ocurrencias.

138




e = base de los logaritmos naturales = 2.71828
X = razén media por unidad.
t = nlmero de unidades.

La cantidad At = cantidad media de ocurrencias res-
pecto al intervalo t. De estd forma u = At
Sustituyendo

-Mxet”Ju

P(X) =
X!
MEDTA, VARTANCTA vy DESVIACION ESTANDAR.
Hemos visto que

MEDIA [ = M
VARIANCIA 02 = p
DESVIACION ESTANDAR € =+/1

DISTRIBUCION GEQMETRICA

Para describir esti distribucidn se debe considerar

un experimento aleatorio de Bernoulli. Cuando en un
experimento de esta naturaleza existen cbservaciones
independientes y deseamos conocer'la probabilidad de
que hasta la observacifn X aparezéa por primera oca-—
sién el é&xito, se crea la funcidn de probabilidad
conocida como geomdtrica. Ia férmula que describe
estd distribucién es

f(x) = g+ e+-gp = x=1 P
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MEDIA, VARIANCIA y DESVIACION: ESTANDAR.
2 :
MEDIA® §.= E(X) =p

VARTANCIA 02 = V(X) = -q—2

- P

DESVIACION ESTANDAR 0 =+/qg/p?

- Existen otras distribuciones que son variantes de

la distribucién binomial las cuales son: Ia distri-
bucidn multinomial y la distribucién hipergeométri—»
ca. : : ;
Por filtimo daremos la funcidn de distribucidn de
probabilidad para la distribucién geométrica. En
la pigina anterior se di6 la funcién de probabilidad
de la distribucién geométrica, la cual se considera’
para determinar la funcidn de distribucifn la cual
es

= i
- <

>3 X

EJEMPIOS.

[1] Sea el experimento de lanzar una moneda. Apli-
car la distribucidn de Bernoulli para descri-
birlo.

DEMOSTRACTON.
Ia probabilidad de cobtener soles, lo que se
puede llamar un &xito es %-= 0.5 v la.de obte~
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