(1)

ET)

Pruebas con sustitucién

Pruebas sin sustitucidn

EJEMPIOS.

[1]

[2]

nPr = (n-r)!

F5
NelleN-..1 = N

n!

En un concurso de Escritores se suelen escoger

primero 15 semifinalistas y luego se eligen 5

finalistas. ¢De cufntas formas se pueden ocu-

par los cinco primeros lugares entre los 15

semifinalistas?.

DEMOSTRACICN.

n=15 El
r=5 El
El
El
El

: Thsl
15Ps = =

1% Jugar 1o
2% lugar lo
3° lugar lo
4° lugar lo
59 lugar lo

{
- 9514

{15=5)!

10!

pueden ocupar 15

pueden ocupar 14

pueden ocupar 13

pueden ocupar 12

pueden ocupar 11

«13-12-11 = 360360

Utilizando el principio de multiplicacidn.

n, =15 n; = 14

en consecuencia

n'g:lB

Ny

ninznsngns = (15) (14) (13) (12) (11)

]

19 et

360360

Si hay un menl que consta de cinco platillos

de verduras. ¢Cudntas permutaciones de dos de

los elementos son posibles?.

DEMOSTRACTION.
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(1)

(11)

(ii1)

13]

1 .51 . '

Observaciones importantes.

En este ejemplo no se detalla el orden.

En permutaciones se tendrian dos platillos
equivalentes, esto es, escoger papas y za-
‘nahorias seria equivalente a escoger zanaho-
rias y papas.

Como veremos posteriormente en combinaciones
no importa el orden? es decir escoger zanaho-
rias y papas es 1o mismo que escoger papas v
zanahorias. Por lo tanto, para este caso el
nimerco de combinaciones serd la mitad del ni~

mero de permutaciones.

Determinar el nimero de permutaciones de las

letras a, b y ¢ tomadas de dos en dos.

DEMOSTRACTON.

no=e3 = s -
e e

=) : .

Estas permutaciones son ab,ba,ac,ca,bc,cb.
Cbservacidn. '

Cuando veamos este ejemplo en el tema de com-
binaciones, cbtendremos que las combinaciones
posibles de las letras a, b y ¢ son ab,ac,bc
lo cual indica que ab es la misma combinacién

que ba, perc no la misma permutacidn.




d e ale

[4]

Supongamos que tenemos 4 equipos de basguet-bol

en un campeonato. ¢En cuéntas formas pueden que-

dar ubicados del primero al cuarto lugar?
DEMOSTRACION S
n=r =4 WPy = 4! = (4)(3) (2) (1) = 24

De A a B hay 8 caminos v de B a C hay 6 caminos.

¢De cuintas maneras se puede ir de A a C pasan-

do por B?.

DEMOSTRACION.

Primero de A a B

r=1 i e

Bhora de B a C
n==a6 : 6! 6!

= L N o

en consecuencia

(sP1) (sP1) = (8) (6) = 48

Aplicando el principio de multiplicacién
Iy 78 ning = (8) (6) = 48
ny = 6

En un tren hay un asiento para 4 personas. En
cierta estacidn se suben 8 personas. ¢De cudn-.
tas formas pueden las 8 personas estar sentadas

en el asiento?
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[7]

[8]

DEMOSTRACION.

la primera parte del asiento puede ocuparse
por cualquiera de las 8 personas.

l1a segunda parte por 7.

Ia tercera parte por 6.

1a cuarta parte por 5.

el 8! 8!
r=4 8B = eopen s g = 4B (1) (GBI
= 1680

Se quieren sentar 5 hombres y 4 mujeres en
una fila de modo que las mujeres ocupen los
sitios pares. ¢De cudntas formas pueden sen-
tarse?

DEMOSTRACTON..

123456789

ul
B
w
o
=
Il

5t Hombres sPs
4 3 2 it =i Mujeres P,

por lo tanto

(sPs) (4Py) =514! = (120) (24) = 2880
¢De cudntas formas pueden colocarse 7 libros
en un librero?.

DEMOSTRACION
n=r=7 sP7 =71 = 7.6-5.4:3-2+1 = 5040

¢S1i tres libros determinados deben estar jun-

tos?



(a)

Ios tres libros se pueden considerar como un
solo libro. Entonces se tienen 1+4 = 5 libros,
que pueden ordenarse en P =5! formas. Fn to-
dos estos casos los tres libros estin juntos
pero a su vez estos se pueden ordenar en

sP3 =31 formas. Entonces el nmero de ordena-

ciones pedido serd
531 = (120) t6) = 720

¢S1 dos libros determinados deben ocupar los
extremos?.
DEMOSTRACION.
Ios 5 1ibros restantes se pueden ordenar en5!
formas diferentes y los libros que estin en
los extremos se pueden ordenar entre ellos en
2! formas. El nimero total de resultados posi-
bles es

: 2151 = (2)(120) = 240

¢Culntos ntmeros de cuatro cifras pueden escri-
birse del conjunto P = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

si (a) Los nlmeros pueden repetirse. (b) Si
los nimeros no pueden repetirse. (c) Si el dl-
timo nlmero ha de ser cero y los nmeros no
pueden repetirse?

DEMOSTRACION.

Pueden elegirse 9 elementos para la cifra de los mi-

llares. (El cero no tiene valor en estd posicifn).



Pueden elegirse 10 elementos para la cifra de las
centenas.

Pueden elegirse 10 elementos para la cifra de las
decenas.

Pueden elegirse 10 elementos para la cifra de las
unidades. '

En consecuencia, el nimero total de nimeros de 4 ci-
e ninznsny = (9) (10) (10) (10) = 9000
(b) Por orden.

Pueden elegirse 9 elementos para la primera cifra.
(Nuevamente el cero en esta posicidén no tiene valor)
Pueden elegirse 9 elementos para la segunda cifra.
(No interviene la cifra qﬁe se ocupd en el lugar co-
rrespondiente de la primera cifra, pero si podria
estar ocupada por el cero). 7

Pueden elegirse 8 elementos para la tercera cifra.
(No puede ser ninguna de las gue ocupan los dos pri-
meros lugares) ‘ ; |
Pueden elegirse.7 elementos para la cuarta ciffa.
(No puede ser ninguna de las que ocupan los tres
primeros lugares)

ENCONCES  pnensny = (9) (9) (8) (7) = 4536

Otro método mds corto.

Pueden elegirse 9 elementos-pafailé priméré cifra
(el cero no). Los otros tres restantes pueden ele-

'qirse*fécilmenfe utilizando permitaciones, se tie-
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nen-S-elementos y faltan tres lugares

n=2a : - :

e m il kR
r=3 e - T
entonces

{9) (9) (8) (7) = 4536

(c)

Pueden elegirse 9 elementos para la primera cifra.
(E1 cero nol. _ _

Pueden elegirse 8 elementos para la segunda cifra.
Pueden elegirse 7 elementos para la tercera cifra.

Blugnees ninzns = (9) (8) (7) = 504

son los nfimeros que pueden formarse.

Otro métedo mds corto.
Pueden elegirse 9 elementos para la primera cifra.
(E1l cero no). Nos quedan 8 elementos y 2 lugares,

por lo tanto

finalmente
(9) (8) (7) = 504 nlmeros que pueden

formarse.

[10]. ¢Cudntas ordenaciones diferentes de 8§ letras
se pueden hacer utilizando las letras?
000 XX X XN, -

DEMOSTRACION : : _
: 81" (8) (7) (6) (5)

8Py 31 :4]3!1! 5w

= 280
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{11]

[12]

88

n

¢En cuintas formas pueden tres banderas ro-
jas, dos azules y una amarilla elevarse en
un asta para que den diferentes sehales?. :
DEMOSTRACION. '

I'l1=3
Do 2 gl (6) (5) (4)
P = == = 60
Sy 3!2!11 (2) (1)
= 6 elementos

Observar que las banderas de igual color no

se distinguen entre si.

Se ordenan en una fila 5 bolas verdes, 3 bo-
las blancas y 2 anaranjadas. Si las bolas de

igqual color no se distinguen entre si :De

culntas formas posibles pueden Ordenarse?

. DEMOSTRACTION.
Dy 2 oa 10T . A10)(9)(8) (7) (6)
n, = 3 L S (3) (2) (1) (2) (1)
ny = 2
n = 10 elementos =

Una caja contiene 10 pelotas. Hallar el ni-
mero de pruebas ordenadas.

(a) De tamano tres con sustitucidn.

(b) De tamafio tres sin sustitucidn.

(c) De tamano cuatro con sustitucidn.

(5) De tamafo cinco sin sustitucitn.
DEMOSTRACICN.



(a)

{b)

(b)

Por principio fundamental de multiplicacién

nyn,ns = (10) (10) (10) = 10% = 1000

5 10! =10
108 {10-3)1 71

= (10) (9) (8) = 720

rTonane. = (E0)410) (19) (10) = 10" = 10000

10Ps = Tinber = = (10) (9) (8) (7) (6) =

Il

30240

' Determinar del conjuntc {a,b,c} las permuta-

ciones tomadas de dos en dos.
(a) Sin sustitucitn.

(b) Con sustitucidn.
DEMOSTRACTON .

3 3!

e RS s T

= (33201 =6

absiae - be iibay ca e

Al

3 Namero de opciones.

2 Decisiones secuenciales

il

32 =9

aby i ac i beay s ba pred Siehas aacs D oee

Ahora veremos la otra técnica de.conteo que

lleva por nombre el de combinaciones.
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COMBINACIONES., : ' s

Si solo interesa el nimero de maneras como se pue -

den tomar r elementos de un total de n elementos y

no interesa el orden de los mismos, se trata enton-
ces de jma COMBINACTON. ' _

Una combinacidn de n elementos es una seleccién de
r de los n elementos sin atender a la ordenacién de-
los mismos. El nimero de combinaciones se represen—

ta por C, vy viene dada por

| SERE i

P
; zs ! o R n
St r! (n-r)! =~ T Gl
EJEMPIOS. ~
[1] Seleccionar dos platillos de verduras de un me-
nd en.el gque hay cinco opciones.
DEMOSTRACICN.

51 Siih o
Lo =51 = : )2( : 2“29:10

[2] Determinar el nfmero de combinaciones de las

letras a, b y ¢ tomadas de dos en dos.

DEMOSTRACION.
3l
L2 oy
estas son
abr,ac, be

[3] Un inversionista informa a su representante que

desea extender sus inversiones a cuatro compa-
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nias distintas. Estd interesado Gnicamente en
acciones de minas y de petrdleo y su represen—
tante le recomienda inversiones en seis de mi-
nas y en cinco de petrdleo. En cudntas formas
‘puede el inversionista hacer sus compras si de-
cide adquirir dos de cada una.
DEMOSTRACION.

Sea M el conjunto de acciones de minas n = 6

Sea P el conjunto de acciones de petrdleo n = 5

(M,M) puede seleccionarse en ¢C, formas.

(P,P) puede seleccionarse en 562 formas.

Por lo tanto el nimero de formas es

6! 5.1
(6C2) (5C2) S e @531 = 150

[4] Un equipo de basquet-bol consta de 12 jugado-
res. Para iniciar un partido se necesitan 5
Jugadores. Si no importan las posiciones en
las que se acostumbra ubicar a cada jugador.
ZCudntos equipos de bésquet—bol de 5 jugadores

se podrian formar?

DEMOSTRACION.
12! 1o
n = 12 ¢(¥) = si=n = TE
= h
(12) ( l)(lO)(9)(8)_:

elz




[5] Doce estudiantes que participan en un Congreso
de Medicina han de dividirse en tres grupos que
contienen seis, cuatro y dos estudiantes, res-—
pectivamente. ¢En cufntas formas puede reali-
zarse esto?.

DEMOSTRACION.

El grupc de seis puede elegirse en ;,C¢ formas.

El grupo de cuatro puede elegirse del de seis res-

tante en Cy \formas.

Ios dos restantes forman el tercer grupo

Por lo tanto el nimerc de formas es

o e R
ol el srapr " ameor - A3
= 13860

[6] Un estudiante tiene que resolver 10 preguntas
de 13 en un examen de Derecho.
(a) ¢Cufntas maneras de escoger tiene?.
(b) ¢Cudntas si las dos primeras son obligato-
rias?. |

(c) ¢Cudntas si una de las dos primeras es

obligatoria?
DEMOSTRACION.
(a) = S (s e
L mee
(b) g anderE)y 9se
s s e e e
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(c)

(a)

(b)

el

4 s L
20te=2 g5 = 2 v ) 3

En un senado hay 20 demdcratas y 10 republica-

nos. Se va a elegir una junta de 5 senadores.

(a) ¢De cudntas maneras puede hacerse?.

(b) &Pe cudntas si tiene que haber tres demd-
cratas y dos republicancs?.

(c) ¢De culntas maneras si todos han de ser del

mismo partido?.

DEMOSTRACTION.
c(39) = 30! _ 30! _ 30-29-28.27.26

- 5! (30=-5)! ~ 25151 R TR R

= lz%§§%29-= 142,506 maneras

20y~¢10y _ 20-19-18 10.9 _ 615600 _ <
s s s s S0

20 1oy _ 20.19-18.17.16 , 10.9.8:7+6
c( 5)+C( 5) i RO BRI G R T

15,756 naneras.

Una urna contiene 80 canicas azules y 20 cani-
cas verdes. Si 8 canicas son seleccionadas al
azar, sin sustitucidn aCuél‘es la probabilidad
de que 5 de ellas sean azules?

DEMOSTRACTICN




El nGmero total de posibles resultados esta

formado por ('3°) que es el nfmero de formas
de seleccionar 8 canicas de 100. Por otra par—
te, existen (1”) formas de seleccionar 5 cani-
cas azules de las 80 que son vy para cada for-
ma de seleccionar las 5 bolas azules existen
.(Zf) formas de seleccionar 3 canicas verdes de

¢ las 20 que hay, entonces existen (20)(20) for-
mas de obtener 5 canicas azules cuando se se-
leccionan 8 canicas sin sustitucidn.
Por lo tanto :

CoMEN

(7

P{de que 5 sean azules) =

Como se puede observar hemos aplicado las técnicas
de conteo a la resolucibn de un problema en el cual
se pide hallar la probabilidad de cierto experimento

-aleatorio.

Ahora estamos en condiciones de resolver problemas

interesantes de probabilidad en los cuales intervie-—

nen las técnicas de conteo.

[9] En un cajén metdlico hay 10 resistencias dife-
rentes que se necesitan utilizar en orden'para
acabar un circuito electrtnico. ¢Cuil es la pro-
babilidad de que en extracciones aleatoriasfsin

sustitucién, se cobtengan en el orden que se ne-—
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cesitan?..
DEMOSTRACION - .
n=r =10 P =n! =10! = 3,628,800

188G

El nimero total de posibles resultados es
3,628,800. En consecuencia la probabilidad
deseada es

=
3628800

P

[10] Supongamos que una urna contiene 6 tornillos
iguales de cuerda derecha y 4 tornillos igua-
les de cuerda izquierda. Si se necesitan pri-
mero los 6 de cuerda derecha y luego los 4 de
cuerda izquierda ¢Cudl es la probabilidad de

due extrayendo aleatoriamente se obtengan los

tornillos en el orden deseado?.

DEMOSTRACION .
Hy = 6 FogT o 10<9-8070
S vraee e
Elo == 4
Bl El nGmero total de posibles
resultados es 210. En consecuen-
cia la propabilidad deseada es
: \
oot
= 210

[11] En un centro comercial de televisores se reci-

‘bieron 12 aparatos nuevos, 8 del modelo A y 4

9%




(a)

()

96

del modelo B. Si se venden cuatro aparatos.
(a) ¢Cu&l es la probabilidad de que los cua-
tro televisores vendidos sean 2 del modelo A

y 2 del modelo B?.

(b) ¢Cudl es la prébabilidad de gue los cua—
tro sgan del mismo modelo?.
DEMOSTRACION.

El nfmero total de maneras de elegir 4 tele-
visores entre los 12 es

19= I= 109
C(IZ)

daoa

-El nGmero de maneras de elegir 2 televisores

entre 8 es ( B) vy el nfmero de maneras de
elegir dos televisores entre cuatro es ( )

En consecuencia la probabllldad deseada es

56 L
_Pz(z)(z):“z“"i“ . 128) (6). 168 56

(iz) i 495 495 495 165

El nlmero de formas de elegir 4 televisores

( Y 1680

entre 8 es = 70 vy el nlmero de

maneras de elegir cuatro televisores entre
cuatro es ) =1 :
Consecuentemente, la probabllldad de que to-
dos los cuatro telev1sores vendidos sean del
mismo modelo es

70+1 71

BL—

495 49



[a2:}

[13]

(i1)

Un vendedor de automdviles tiene 10 autos nue-
vos; tres del modelo X, tres del modelo Y vy
cuatro del modelo Z. ¢Cudl es la probabilidad

de vender dos autos del mismo modelo si las'

" ventas de modelos diferentes se hacen al azar?

DEMOSTRACION.

El nimero total de maneras de elegir 2 é.utos
entre los 10 es () = 2 = 45
En consecuencia la probabilidad deseada es

3 3 Ny (b
el BULR "mige o 4
(12_0) 45 5 A5

De 10 concursantes en un evento femenino, tres

sehoritas tienen ojos azules. Si se eligen 2

. senoritas al azar. .

éCudl es la probabilidad de que (i) Las
dos tengan ojos azules, (ii) Ninguna tenga
ojos azules, (iii) Una por lo menos tenga

ojos azules?.

DEMOSTRACION
El nGmero total de maneras de elegir 2 sefiori-
tas al azar entre las 10 es ()) = -92£= 45
Lo e
P(las 2 tengan ojos azules) = — = — = —
(10) 45 15
£y A2
2 2 2408

P(Ninguna tenga ojos azules)= —— = - — = 2=



(1)

(ii

S

|
N
Ui

F-.
mrq

(iii) P(Una por lo menos tenga ojos ézules)

P(1 por lo menos) = P(1 de ojos azules)+P(2 de ojos

azules)

(206l ) v e ay

(10) (1) 45 45

+_3__=7 _}_:_‘;’L
15 'E LR 1

[14] Una clase consta de 6 nifias v 10 nifios. Si se

escoge al azar un grupo de 3, hallar la pro-

babilidad de

(i) Seleccionar tres nifios.

(ii) Seleccionar exactamente 2 nifios y una
nina.

(iii) Seleccionar exactamente dos nifas y un

nino.
DEMOSTRACION.
(19) 10~9'8 720 5
(1‘5) 16-15-14 3360 560 14
: P R ) 3

10 10-9 g LG

ClegT4% e
s -2 97
entonces (45)(6) = 270 P = 20 = 5%



(iid) G %0- = 10 (

entonces (10) (15) = 150
1a probabilidad deseada para este caso es

5. 100 15
560 56

PROBABILIDAD CONDICIONAL.

Si A y B son dos eventos, la prdbabilidad de que
ocurra B dado que ha ocurrido A, se representa por

-~ . P(B/A) 6 P(B dado A) y se le conoce como PROBABILI-

- DAD CONDICIONAL de B dado que A se ha presentado.
Este concepto seré aplicado a eventos independien-
tes y a eventos dependientes.

Para mayor claridad dividiremos en dos partes el

desarrollo de este trabajo. Primero analizaremos
~la regla particular de nmltiplicac:.én que es apli-

cable a eventos independientes y segundo, la regla

general de multiplicaciSn que se puede aplicar tan=-

to a eventos independientes como a eventos depen -

dientes entre si.

PRIMERA PARTE.

Se considera que dos eventos son INDEPENDIENTES en~

tre si, cuando la ocurrencia de un evento no esti

relacionada con la ocurrencia del otro. Para ilus-
trar lo anterior, consideremos el lanzamiento de dos
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dados; ‘saber el nfmero de puntos obtenido por un da-
do NO serviré para predecir cuanto se obtendrd en el
Otro. | s

Si los eventos son DEPENDIENTES, entonces saber que
uno ha ocurrido puedé ser fitil para predecir la ocu-
rrencia del otro. Hemos conéiderado dos eventos, pe-

‘ro esto se puede generalizar para mis de dos.

Se dice que dos o mis eventos, forman un EUENTO COM-~
PUESTO si ocurren todos. Ia probabllldad de' cue dos
O més eventos ocurran todos, se llama PROBABILIDAD
COMPUESTA de estos eventos y su célculo difiere de-
pendlendo de 51 los eventos en cuestlén son 1ndepeﬁn
dlentes O no. i

Si A y B son dos eventos 1ndepend1entes, entonces

la probabllldad de que ambos ocurran es igual al
producte de sus p;obabllldades 1nd1v1duales '

P(A N B) = P(A)P(B)
Esté”eS'lafREGLA'PARTICUlAR'DE LA MULTIPLICACION. No
olvidar que 's6lo es aplicable a eventos independien-
tes. : Shaede i
La relacibn entre el concepto de probabilidad condi-

cional y los eventos independientes es la siguiente.

Si los eventos A y B son independientes, entonces
P(A) = P(A/B)

P(B) = P(B/A)

‘donde P(A/B) es la probabilidad de A cuando ‘se cono-
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